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ANALYSE MATHEMATIQUE, — Singularités dispersives de solutions & équations.de

type Korteweg-de-Vries. Note de Jerry Bona et Jean-Claude Saut, présentée par Jacques-
Louis Lions.

Nous montrons par une méthode directe, que pour des equations du type et ufu 4u, =0, la norme Ck
d’une solution du probléme de Cauchy sur R 4 donnée initiale H* {®) M C= (R) peirt exploser en un temps fini,
arbitrairement prescrit. : .

MATHEMATICAL ANALYSIS. — Dispersive singuldrities of solutions of Korteweg-de-Vries fype
equations.

The Cauchy probiem Jor equations of the Sform w4ufu ¢ ey =0 i5 considered with initial daia in
HR)NC=(R). It is shown by a direct method that the Ch-norm of the solution can become unbounded. at a
finite, arbitrarily, positive time,

1. PRESENTATION DU PROBLEME, — Nous considérons le probléme de Cauchy

' : fu du  Pu

1 U+ -—— =y, xeR, =0,
M ot ox a3

(2) - u(xa 0)=u0 (JC),' XER,

,

0U p est un entier >1. Le cas P=1 correspond 3 Péquation de Korteweg-de-Vries.

Il a été remarqué dans [} que, pour le probléme linéaire lle cas p=0 dans (1)], Ia
solution ”(Efriefsporidant a une donnée initiale ue L2 (R) N C*(R).peut ne pas rester
réguliére [plus précisément, il peut exister x>0 et x.€ R tels que lim |u(t, x)|= + oo].

X = Xu
T e,

~Ceci est dit 4 la mauvaise décroissance de [a fonction d’Airy quand x — - oo, L’objet de

cette Note est de montrer que le méme type de phénoméne persiste pour le probléme

-non lin€aire. Des résultats dans cette direction pour Péquation de KdV sont contenus

pour I'équation de KdV, et de Kato [6]. Ce dernier auteur utilise une hypothése de
décroissance trés forte sur la donnée initiale. Notre théorie est valable pour toutes les
valeurs de p (alors quil n’y a pas de théorie dy scattering inverse pour P23), ne fait pas
d’hypothése forte sur la décroissance de la donnée initiale, et conduit 4 un type prescrit
de singularité. Elle est basée sur le comportement asymptotique de la fonction d’Airy et
sur de nouveaux résultats d’existence pour ( 1} et (2) dans des classes de Sobolev avec

. poids,

2. EXISTENCE DE SOLUTIONS DANS DES CLASSES DE SOBOLEV AVEC POIDS. — Les résultats qui

_suivent constituent un outil essentiel pour la preuve des théorémes fondamentaux dy

n° 3. Is généralisent des résultats de Kato [6] et de Kruzhkov et Faminskii [7],
Soit w: R —» R, de classe C=, croissante, telle que ‘

wx)=1, x=0, '
w(x)=(1+x%p, x21, ol o est un nombre positif réel,

On note .
LX(R, wy={ f: wfeL*(R) }, H*(R, w)={f:§feLz(R, w),j=0,1,..., k}.
xJ
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THEOREME 1. — On suppose que p<4 et keN. Soit uye H* (R, w).
() §i k=0, soit =0 arbitraire pour p#1 et 06 =<3/4 pour p=1. Il existe alors
Cuelf (R Hi (R) NLE(R,; L*(R, w)) solution de (1) et (2).

loc

(H) Sikz1, soit 020 arbitraire. On suppose que ||u, ||Lz< /15 si p=4. Il existe alors .

ueli (R Hut (R) N LS (Ry; H*(R, w)), unigue si k22, solution de (1) et (2).

loc
THEOREME 2. — On suppose ici que p>5 et que ke N*. Soient u,e H* (R, w) et T>0.
Si [Jug |y est suffisamment petit, il existe ue L>(0, T; HEH (R)) ML= (0, T; H (R, w)),
unique si k22, solution de (1) et (2). Si la restriction sur la taille de ||uq e est levee ona
le méme résultat pour k 22 sur un intervalle (0, T+ (||t [Jr2)).
‘Les démonstrations de ces théorémes sont longues et techniques. Il sagit basiquement
d’obtenir des estimations a priori dans H*(R) satisfaites par la fonction s=uw qui vérifie
I'équation

3
Wxxx 6 Mx + 6 Wy “;xxx)

: w
(3) v,+vxxx—~»3—xvxx+v(
w w W W

3. LEs RESULTATS PRINCIPAUX.

TugoreME 3. — Soient k=2 et p=1. Donnons nous x«€R, t+>0. Alors il existe
up e HY(R) N C=(R) et T=T(||uy|lu2), O<ta<T, tels que la solution correspondante
ueL®(0, T; H*(R) N1L2(0, T; H{‘;;I(IR)) de (1) vérifie lim [ u(x, t)/ax"| =400,

X~ xx
s

THEOREME 4. — Soient p<4, tx>0, x4 € R. Il existe uge L?(R) M C* (R) et-une solution
_ueLw(m, L?(R) N L (Ry; Hiy (R)) de (1) et (2) telle que lim |u(x, 0)| = + 0.

X = X
Tt

THEOREME 5. —  Soient pzl, t+>0, x«cR. I existe u,eH'(R)N C™(R),
T=T(|| o flsrr), 0<t*<T, et une solution ueL™(0, T; H'(R)) N L2(0, T; HZ () telle
que lim |du(x, t)/6x|

X =r Xz
B £

* Indications sur les démonstrations. — Nous en indiquons ici le prmclpe dans le cas
P=1, k=0, %x=0, tx=1 (cf. théoréme 4}

* Considérons ty (x)=Ai(—x)/(1 +x2)°, 3/16<c <1/4, ot Ai est la fonction d’Airy,
R .
Ai(E)= lJ. cos(e— +9§) do.

a
"On rernarque que uo e L2 (%) N-C=(R), mais u, ¢ H: (R). Soit « Ia solution correspondante
de (1) et (2) obtenue par le théoréme 1, (i). Alors u peut se représenter sous la forme :

| {4 u(x, H=A(., t)*uo—j .[ A(x—y, t—t)ue (y, t)dydr,
OJ—-o

o

ol A (x, H=(1/t"?) Ai (x/fm), et * représente la. convolution en x.
-Quand ¢~ 1, la valeur en x=0 du premier terme du membre droit de (4) tend vers

o : R
.[ A (~p)/A+y*°dy= + 0, avec notre choix de o. Le second terme s'écrit, aprés

— o0
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intégration par parties :

Ai 2
J‘J w(t— D)3 ((t 1)113) (U, t)dy d.

En utilisant la régularité de u [cf. théoréme 1, (i)] et les propriétés asymptotiques de la
fonction d’Airy, on peut alors montrer que I est bornée au voisinage de x=0, t=1.

~ 4. COMPLEMENTS ET REMARQUES. — (i) Ce qui précéde montre en particulier que les
résultats de Kato [6] et de Krushkov et Faminskii [7) pour I'équation de Korteweg-de-
Vries sont quasiment optimaux : si par exemple u,e H*(R), k=2, la solution COrrespon-
dante u ne vérifie pas en général u(f) e C* {R) pour tout t>0, bien que u(t)e C*(R) pour
presgue tout t.

(ii) On peut facilement obtenir des solutions de (1) dont les singularités spatiales
forment un ensemble dense.

(i) Les mémes méthodes permettent de traiter le cas d’équations a partle dlsperswe
p]us générale, et le cas de certains systémies de type Boussinesq [4]. Nous renvoyons i [3]
ou 'on trouvera aussi des démonstrations détaillées,

(iv) Dans le cas p25, des simulations numériques [2] suggérent que la norme H* (R)
(k=2) de la solution locale de (1) ne reste pas bornée pour tout ¢, pour une donnée
initiale arbitrairement grande dans H*(R). Aucune preuve n’est connue a ce jour. Ce
probléme est trés différent de celui traité ici, comme le montre I'exemple suivant : le
probléme de Cauchy

G _ e Tu o sy
B dx  ax? :

ulx, 0)=uy(x),
posseéde pour tout u,e H*(R), ke N, une solution
' uel®(R,; H*(R) N L, (R,; HEL(R)).

Cependant, I'analyse du n° 3 s’applique et il existe des uoeH"(R) conduisant 3 des
solutions qui admettent des singularités dispersives.

Regue e 21 avril 1986.
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